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3第1章 序論
1.1 研究背景
近年、中間周波数帯 (300 Hz - 10 MHz)[2]の電磁界の利用拡大に伴い、それらの機器から
発せられる電磁界による生体影響について関心が高まっている [3][4]。中間周波数帯における
電磁界の生体影響には熱作用と刺激作用があり、国際非電離放射防護委員会 (ICNIRP)のガ
イドライン [5][6]では、それぞれのばく露指標として、比吸収率 (SAR: Specic Absorption
Rate)と体内誘導電界強度の基本制限が設けられている。いずれの値も人体が電磁界にば
く露された時に体内に誘導される電界から算出される。ばく露評価を行うためには、電磁
界解析によりこれらの値を求め、基本制限の値と比較する必要がある。
中間周波数帯では誘導電界の解析手法として、準静的近似に基づく解析手法が広く用い
られている [7]。 準静的近似が有効である周波数帯において、人体内の誘導電界は磁界ば
く露による寄与と電界ばく露による寄与に分離して考える事ができ、片方の入射のみを考
慮した計算が可能である。準静的近似を用いた生体内の誘導電界解析手法の一つとして
SPFD(Scalar Potential Finite Dierence)法 [1]がある。SPFD法は、生体内のスカラー
ポテンシャルを未知数とする方程式を解く有限差分法であり、電界ばく露時の誘導電界を
解析することが出来る。SPFD法の計算は、大規模な連立一次方程式を解くことに帰着さ
れ、解析時間の大部分はこの連立一次方程式を解くことに費やされる。特に高空間分解能
を有する解剖学数値人体モデル [8]をばく露対象とした解析では要素数が 800万ほどにな
り、膨大な解析時間を必要とする。
SPFD法の連立一次方程式を解く手法として、逐次過緩和法や共役勾配法などの数値解
法が従来広く用いられてきた。一方、連立一次方程式を解くことができる汎用の数値計算
ライブラリが多く存在する。数値計算ライブラリを用いた計算では、連立一次方程式を行
列形式Ax = bで表現し、係数行列A、右辺ベクトル bをライブラリ内の連立一次方程式
を解くための関数に入力することで、解を得ることができる。数値計算ライブラリには、
様々な数値解法を使用した関数が存在し、SPFD法の連立一次方程式に適した数値解法を
選定することができれば、計算の高速化が期待できる。
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1.2 研究目的
本論文では、SPFD法の連立一次方程式を高速に解くことによる電界ばく露時の誘導電
界解析の高速化を目的とする。高速化を実現するために SPFD法の連立一次方程式の特徴
を明らかにし、汎用の数値計算ライブラリの適用を検討した。
1.3 本論文の構成
本論文は５章から成る。第１章では、序論として研究背景と本論文の目的を述べてきた。
第 2章では、SPFD法の原理と SPFD法の連立一次方程式の特徴について述べ、SPFD法
の連立一次方程式が右辺ベクトルの誤差により矛盾した連立一次方程式となることを示す。
また、矛盾した連立一次方程式に対して計算を行い、数値計算ライブラリを適用する上で
の問題点を明らかにする。第３章では、矛盾した右辺ベクトルに対する補正方法の提案す
る。また、補正を用いて計算を行い補正方法の妥当性を示す。第４章では、実際のばく露
評価を想定し、数値人体モデルを用いて計算を行う。数値人体モデルを用いたときに提案
の補正方法を用いて得られる解の妥当性を評価する。また、数値計算ライブラリ内の複数
の数値解法を用いて計算を行い、計算の高速化を検討する。第 5章では本論文の結論及び
課題点を述べる。
5第2章 SPFD法の連立一次方程式の特徴
2.1 はじめに
本章では、SPFD法の連立一次方程式の特徴を述べる。はじめに、SPFD法を用いた電
界ばく露時の誘導電界計算方法を述べる。次に SPFD法の連立一次方程式の特徴について
述べる。最後に簡単なモデルを用いて計算を行い、数値計算ライブラリを適用する上での
問題点を明らかにする
2.2 電界ばく露時の誘導電界解析方法
SPFD法を用いて電界ばく露時の誘導電界を計算する時、外部電界計算と内部誘導電界
の 2段階の解析を行う。はじめに、電界ばく露時に人体表面に誘起される表面電荷を計算
するため、人体外部の電界分布を計算する。次に、得られた表面電荷を境界条件として用
い、SPFD法で体内誘導電界を計算する。本節では、はじめに，内部誘導電界計算を行う
SPFD法の原理について述べた後、外部電計算について述べる。
2.2.1 SPFD法の原理 [1]
SPFD法では、式 (2.1)、式 (2.2)の Maxwell方程式からなる式 (2.3)を支配方程式と
する。
rE =  j!B (2.1)
rB = ( + j!")E (2.2)
r  [( + j!")(r + j!A)] = 0 (2.3)
なお，は導電率、"は誘電率、 はスカラーポテンシャル、Aはベクトルポテンシャル
を表す。式 (2.3)を差分化すると式 (2.4)となる。
6X
r=1
Sr 0  
6X
r=1
Sr r = j!
6X
r=1
( 1)r+1SrlrA0r (2.4)
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図 2.1: ボクセルの節点配置
このとき,式 (2.4)のインデックス r = 0  6は図 2.1に対応しており、ある節点のスカラー
ポテンシャルを  0、それに隣接する節点のスカラーポテンシャルを  r (r = 1  6) とし
ている。また、A0rは節点 0  r間の磁気ベクトルポテンシャル、Srは節点 0  r間の辺に
隣接する 4つのボクセルの値を平均化した導電率 Avg、誘電率 "Avg を用いて式 (2.5)の
ように表わされる。
Sr = (Avg + j!"Avg)
ar
lr
(2.5)
このとき   !" である周波数帯であれば、式 (2.5)の第 2項は無視でき、アドミタンス
は式 (2.6)として計算できる。
Sr = Avg
ar
lr
(2.6)
なお、lrは辺 0  rの長さ、arは辺 0  rに垂直な面の面積を表している。Srは節点 0  r
間のアドミタンスと考える事ができ、人体は図 2.2のような格子回路網で表現できる。
また、磁界ばく露による寄与を考える場合はベクトルポテンシャルを波源として誘導電
界を求める。電界ばく露による寄与のみを考える場合は磁界の影響を無視し、磁気ベクト
ルポテンシャルAの値を 0とするため、式 (2.4)は式 (2.7)となる。
6X
r=1
Sr 0  
6X
r=1
Sr r = 0 (2.7)
式 (2.7)の方程式を生体内の導電率が 0でない全てのボクセルの節点で立てる。すなわち、
節点数N のとき、スカラーポテンシャル  を未知数とするN 元連立一次方程式が成り立
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Admittance : !
図 2.2: 格子回路網
つ。この連立一次方程式を解くことによって生体内のスカラーポテンシャル分布を求める
ことができる。
スカラーポテンシャルが求めた後、最後に内部誘導電界誘導電界を求める。内部誘導電
界Eはスカラーポテンシャル  とベクトルポテンシャルAを用いて式 (2.8)のように求
められる。
E =  r   j!A (2.8)
電界ばく露の寄与のみ考える場合はベクトルポテンシャルAを無視するため、電界は式
(2.9)で求められる。
E =  r (2.9)
式 (2.9)を差分化すると電界の各成分Ex,Ey,Ezはそれぞれ式 (2.10),式 (2.11),式 (2.12)と
なる。
Ex =   i+1;j;k    i;j;k

(2.10)
Ey =   i;j+1;k    i;j;k

(2.11)
Ez =   i;j;k+1    i;j;k

(2.12)
この時の電界、スカラーポテンシャルの位置関係は図 2.3 のようになっており、式 (2.10){
(2.12)で求められる電界は節点間の電界を表している。i,j,kは離散空間における位置座標
x,y,z を表している。
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図 2.3: スカラーポテンシャルから誘導電界を求める時のそれぞれの位置関係
2.2.2 境界条件
SPFD法では電界ばく露時に人体表面に誘起される表面電荷を境界条件とする。人体表
面で電流連続の式からなる式 (2.13)を適用し、表面電荷から人体表面から流入出する電流
を求める。
J  n^ = j!s (2.13)
なお、J は電流密度、sは電荷密度、n^は人体表面での単位法線ベクトルを表している。
表面電荷は式 (2.14)のガウスの法則から式 (2.15)のように表される。
r  "E =  (2.14)
s = "0E  n^ (2.15)
式 (2.15)を式 (2.13)に代入すると、境界条件は式 (2.16)と表される。
J  n^ = j!"0E  n^ (2.16)
したがって、境界条件の表面から流れ込む電流を求めるためには表面電界を求めれば良い。
この境界条件は、離散化された格子回路網では、図 2.4のように電流源で表される。表面
電界Eから電流値を計算し、式 (2.17)のように電流値 I を求める。
I = j!"0E  n^2 (2.17)
2.2.3 外部電界計算
以上より、境界条件で用いる表面から流れ込む電流値を求めるためには、人体表面の電
界分布が必要であることがわかる。SPFD法では、この人体表面の電界分布を求めるため
に外部電界計算が行われる。外部電界計算では、電磁界を発する波源と人体が存在する時
の電界分布を電磁解析に求める。なお、中間周波数帯における人体組織程度の複素誘電率
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!"# I 
inside 
the body
outside
the body
!$ E
inside 
the body
outside
the body
図 2.4: 電界から電流源への変換
の物体の外部電界を計算する場合、物体の組織を全て完全導体に置き換えても、計算結果
は大きく変わらないことが予想されるため、外部電界計算時には人体内部の複雑な構造は
無視し、人体の材質を全て完全導体に置き換えて計算を行う。
2.3 SPFD法の連立一次方程式の特徴
2.3.1 行列表現
連立一次方程式を汎用の数値計算ライブラリを用いて解くためには式 (2.18) の行列形
式で表す必要がある。
Ax = b (2.18)
行列形式で表した連立一次方程式は未知数の解ベクトル x、未知数にかかる係数の係数行
列A、定数項の右辺ベクトル bで表現される。SPFD法の連立一次方程式を行列形式で表
すと、式 (2.7)から、解ベクトル xはスカラーポテンシャル  、係数行列Aはアドミタン
スを表す。また、モデル表面では、境界条件として与えられている表面から流れ込む電流
量が定数項として式 (2.7)の右辺に入るので、右辺ベクトル bは表面から流れ込む電流を
表す。
中心のスカラーポテンシャル  0の係数は
P6
r=1 Sr、それに隣接する 6つの節点のスカ
ラーポテンシャル  r (r = 1  6) の係数はそれぞれ Sr (r = 1  6)となり、それ以外の
スカラーポテンシャルの係数は 0となる。したがって、図 2.5のように対角成分と 6つの
非対角成分からなる行列構造となる。この行列は節点数がN であるとき、N N の対称
行列となる。なお、SPFD法の計算領域が直方体領域である場合は、図 2.5のように帯行
列となるが、図 2.6のようなモデルを用いるときは直方体領域ではないため、図 2.7 のよ
うにモデル形状に依存した行列構造となる。
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図 2.5: SPFD法における係数行列の非零要素パターン
2.3.2 SPFD法の連立一次方程式の問題点
SPFD法における係数行列Aの任意の行の和は 0となるしたがって行ベクトルの和は
0になる。また、対称行列であるので、列ベクトルの和も同様に 0となる。係数行列がフ
ルランク行列であるとき、列ベクトルは線形独立であるため、列ベクトルの和が 0 である
とき、フルランク行列とはならない。そのため、SPFD法の係数行列は rank-decientな
行列であり、非正則行列であることがわかる。係数行列が非正則である連立一次方程式で
は，解xが一意に決まらない．したがって、xaが連立一次方程式の解であるとき、定数項
c = [1    1]tcを加えた xa + cも解となり、解は定数項の違いだけで無限に存在する。ま
た，この時の連立一次方程式は右辺ベクトル bが係数行列Aの列空間に存在するときの
み解を持つ。SPFD法の連立一次方程式において，右辺ベクトルが係数行列の列空間に存
在するには右辺ベクトルの全要素の総和が 0でなくてはならず、この条件を満たさない場
合、解は存在しない．右辺ベクトルの要素和を係数行列Aと解ベクトル xで表すと、右
辺ベクトルの i番目の要素 biは式 (2.19)のように係数行列の i行目の行ベクトル ai と解
ベクトル xの内積で表すので、要素和は式 (2.20)のように表すことができる。
bi = ai  x (2.19)
NX
i
bi = a1  x+ a2  x+   + aN  x
= (a1 + a2 +   + aN )  x (2.20)
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図 2.6: 球モデル 図 2.7: 球モデルを用いた時の行列構造
そのため、行ベクトルの和が 0であることから SPFD法の連立一次方程式は右辺ベクトル
の要素和が 0となることがわかる。この条件を満たさない時、解が存在しない矛盾した連
立一次方程式となる。
この右辺ベクトルの全要素の和は SPFD法において表面から流入出する電流の総和を
表している。そのため物理的には、電流連続の式を満たし，この総和は 0になるはずであ
る．しかし，この電流の値を外部電界計算によって求める場合は、数値誤差や離散化によ
る誤差などが含まれ，多くの場合、この総和は 0にはならない。
2.4 矛盾した連立一次方程式に対する計算
本節では、簡単なモデルを用いて SPFD法の計算を行い、右辺ベクトルの要素和が 0で
ない矛盾した連立一次方程式を反復解法を用いて解いた時の問題点を明らかにする。また、
係数行列が非正則行列である連立一次方程式に対して計算を行なう場合と係数行列を正則
化して計算する場合のの 2つのパターンで計算する。
2.4.1 非正則行列に対する反復解法
連立一次方程式の反復解法では、収束判定を行うために、式 (2.21)で定義される残差ノ
ルムが用いられる。
krkL2 = kb AxkL2 (2.21)
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残差ノルムを反復計算により解ベクトル xを更新し、徐々に減衰させ、十分小さくなった
とき計算を打ち切り、数値解を得る。解が存在する場合 krkL2 = 0 となる解が存在する。
しかし、電流の総和が 0でないとき、解が存在しないため、krkL2 = 0 となる解は存在せ
ず、残差ノルムの最小値は 0より大きい値になる。したがって、電流の総和が 0でない時
の SPFD法の連立一次方程式では、残差ノルムの最小値は 0を超える値になる。
このように残差ノルムに制限がある連立一次方程式を反復解法を用いて解いた時の計算
例を以下に示す。計算モデルとして図 2.8のような一様電界中に存在する誘電体球モデル
を用いた。この時の誘導電界を SPFD法を用いて求めた。連立一次方程式の解法には共役
勾配法を用いた。また、右辺ベクトルの L2ノルムが 6:05 10 6であるのに対し、要素和
が 10 18である場合と誤差を意図的に加え要素和を 10 8とした場合の計算を表 2.1の計
算条件のもとでそれぞれ行った。
反復計算による相対残差ノルムの減衰は図 2.9のようになった。なお、この時の相対残
差ノルムは、残差ノルムを右辺ベクトルの L2ノルム kbkL2 で正規化した値を用いるこ
ととした。右辺ベクトルの要素和が十分小さい時の相対残差ノルムは今回定めた収束基
準 1:0 10 6 まで減衰した。右辺ベクトルの要素和が 10 8の場合、途中までは要素和が
10 18の場合と同じように相対残差ノルムが減衰した。しかし、200反復付近で相対残差
ノルムの減衰が停滞し、その後残差ノルムは増加していった。
このように右辺ベクトルの要素和の大きさによっては目的とする残差ノルムまで減衰し
ないことがある。これは、右辺ベクトルの要素和の大きさに依存して残差ノルムの最小値
が制限されてしまうことが原因であると考えられる。右辺ベクトルの要素和が十分小さい
時は、相対残差ノルムが 10 6以下となる解が存在するのに対し、右辺ベクトルの要素和
が 10 8であったときは、収束基準 10 6以下の解が存在しなかったため、収束しなかった
と推測できる。
表 2.1: SPFD法の計算条件
周波数 [kHz] 85
セルサイズ [mm3] 2 2 2
計算領域 [cells] 104 104 104
相対残差ノルム 1:0 10 6
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図 2.8: 一様電界中の誘電体球
図 2.9: 収束履歴
2.4.2 正則化による計算方法
前述の計算例で示した通り、係数行列が非正則であり、矛盾した右辺ベクトルを持つ連
立一次方程式を反復解法を用いて解く場合、残差ノルムの最小値が制限されてしまい、正
しく解を得ることができない。このような連立一次方程式を解く方法として、領域内の任
意の一点にディリクレ境界条件を与え、係数行列を正則化する方法が用いられている [9]。
ディリクレ境界条件を定めることは図 2.10 のように任意の節点に基準点を定めることを
意味しており、基準点を定めることで係数行列は正則行列になる。基準点を定めるには、
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基準点における方程式を元の支配方程式の式 (2.22)を式 (2.23)と変更すればよい。
6X
r=1
Sr 0  
6X
r=1
Sr r = 0 (2.22)
 0 = 0 (2.23)
これは無限に存在する解の中から  i = 0である解を選んでいることを意味している。こ
の正則化を行うことによって、解は一意に決まるようになる。また、右辺ベクトルの要素
和が 0であるという条件を満たさない場合でも解をもつようになる。
! " #$!
"#
$%&
図 2.10: 基準点の設置
以下に係数行列を正則化した時の計算例を示す。計算モデルは上述の計算と同様に一様
電界中の誘電体球モデルを用いる。そして、今回は球の中心に  = 0の基準点を定めて係
数行列を正則化し、計算する。また、同様に右辺ベクトルの要素和が 10 18である場合と
右辺ベクトルの要素和が 10 8である場合の計算をそれぞれ行う。
正則化を行なった場合、右辺ベクトルの要素和の大きさに依らず、残差ノルムは1:010 6
まで減衰し、解を得ることができた。図 2.11に得られた電界強度分布を示す。次に電流の
総和が 10 18 のである時に求められた誘導電界強度を基準とした時の相対差分布を図 2.12
に示す。なお、相対差は式 (2.24) のように計算した。
相対差 [%] =
電界強度 (Itotal = 10 8) 電界強度 (Itotal = 10 18)
電界強度 (Itotal = 10 18)
 100 (2.24)
図 2.12からわかるように基準点として定めた球中心付近で誤差が生じていることが分か
る。これは、電流の総和が 0でない場合に上述の正則化を行うと、基準点はアースのよう
な役割をし、余った電流が基準点に流れ込むことが原因であると考えられる。電流の総和
が 10 18のときに比べ、電流の総和が 10 8のときは基準点に流れ込む電流量が大きくな
り、基準点付近で誤差が生じたと考えられる。
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(a) 電流の総和 Itotal = 10 18 (b) 電流の総和 Itotal = 10 8
図 2.11: 誘導電界強度分布
図 2.12: 相対差分布
2.5 まとめ
本章では、今回用いる SPFD法の連立一次方程式の特徴について述べた。SPFD法の連
立一次方程式では、電流の総和が 0である場合のみ解を持つことを示した。また、電流の
総和が 0からかけ離れている場合、大きな誤差が生じたり、残差ノルムが収束しないこと
があることを示した。このような問題から、SPFD法の連立一次方程式を数値計算ライブ
ラリに適用するためには、電流の総和について考慮する必要があることがわかった。
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第3章 右辺ベクトルの補正方法
3.1 はじめに
第 2章で示した通り、電流の総和が 0でない場合、残差ノルム krkL2 = 0 となる解が存
在せず、残差ノルムの最小値は 0以上の値になり、妥当な解を得ることができない。この
場合、妥協解として残差ノルムが最小となる解を求める必要がある。しかし、残差ノルム
最小の解はMoore-Penroseの疑似逆行列や最小化残差法など一部の解法でのみ求めること
ができ、多くの数値解法では残差ノルム最小の解を求めることができない。本章では、右
辺ベクトルを補正することによって様々な数値解法で残差ノルム最小の解を得る方法を提
案する。はじめに、補正方法の原理とプログラムへの実装方法を述べたあと、その妥当性
を示す。
3.2 右辺ベクトルの補正方法
連立一次方程式Ax = bの残差ノルムが最小である時の残差ベクトルを rminとし，そ
の時の解ベクトルを xとすると，これらは式 (3.1)を満たす．
rmin = b Ax (3.1)
式 (3.1)を整理すると，式 (3.2)となる．
Ax = b  rmin (3.2)
式 (3.2)は係数行列A，右辺ベクトル b rminの連立一次方程式と考えることができ、残差
ノルムを最小とする解ベクトルx を解として持つ。この連立一次方程式を解けば残差ノル
ム最小の解を得ることができる．補正後の右辺ベクトル ~bを元の連立一次方程式Ax = b
から得るために必要な演算は式 (3.3)のみなので，rminを予め求めることが出来れば、様々
な解法に適用可能であると予想される．
~b = b  rmin (3.3)
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3.3 残差ノルムの最小値及び残差ベクトル
式 (3.3)の補正を行うためには予め rminを求めておく必要がある。そこで、SPFD法に
おけるN 元連立一次方程式Ax = bの残差ノルム krkL2の最小値及びその時の残差ベク
トル rを考える．
残差ノルムの定義は式 (3.4)であり，残差ベクトルの i番目の要素 riは右辺ベクトル b，
解ベクトル x の i番目の要素 bi; xiと係数行列Aの i行 j列の要素 aij を用いて，式 (3.5)
のように表される．
krkL2 =
vuut NX
i
r2i (3.4)
ri = bi  
NX
j
aijxj (3.5)
式 (3.4)の最小値を求めるには式 (3.6)の残差ベクトル rを変数とする関数 f(r)の最小値
を求めれば良い．
f(r) =
NX
i
r2i (3.6)
次に右辺ベクトルの全要素の和が式 (3.7) であるときの SPFD法の連立一次方程式におい
て、変数 rが受ける制約条件を考える．
NX
i
bi = Itotal (3.7)
ここで残差ベクトルの全要素の和は式 (3.8)のように表せる．
NX
i
ri =
NX
i
8<:bi  
NX
j
aijxj
9=;
=
NX
i
bi  
NX
i
NX
j
aijxj
=
NX
i
bi  
NX
j
NX
i
aijxj
=
NX
i
bi  
NX
j
( 
NX
i
aij
!
xj
)
(3.8)
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第 1項は右辺ベクトルの要素和であり，今回は式 (3.7)としたので，Itotal となる．また，
SPFD法の係数行列は任意の行で式 (3.9)を満たす．さらに，対称行列であるので，式 (3.10)
も同時に満たす．
NX
j
aij = 0 (3.9)
NX
i
aij = 0 (3.10)
したがって，第 2項は 0となる．式 (3.7)，(3.10)を式 (3.8)に代入すると式 (3.11)となる．
NX
i
ri = Itotal  
NX
j
(0  xj)
= Itotal (3.11)
以上より、SPFD法の連立一次方程式における制約条件は、h(r) = 0の形式で表すと式
(3.12)となることがわかった。
h(r) =
NX
i
ri   Itotal (3.12)
次に，式 (3.12)の制約のもとで式 (3.6)の関数 f(r)の最小値及び，その時の残差ベクトル
rをラグランジュの未定乗数法を用いて求める．このときのラグランジュ関数は式 (3.13)
となる．
L(r; ) =
NX
i
r2i   
 
NX
i
ri   Itotal
!
(3.13)
関数 f(r)が最小となる rを求めるためには式 (3.14)，(3.15)の連立方程式を解けばよい．
@L
@ri
= 2ri    = 0 (i = 1   N) (3.14)
@L
@
=
NX
i
ri   Itotal = 0 (3.15)
これを解くと，ri; はそれぞれ以下のように求まる．
ri =
Itotal
N
(i = 1; 2   N) (3.16)
 =
2Itotal
N
(3.17)
以上より，残差ノルム最小となる残差ベクトル rmin，残差ノルム krminkL2はそれぞれ式
(3.18)，(3.19) となることが示された．
rmin = [1    1]t Itotal
N
(3.18)
krminkL2 = jItotaljp
N
(3.19)
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3.4 補正の実装方法
補正を用いる場合、SPFD法の計算は図 3.1のような流れで行う。はじめに電流の総和
Itotalと要素数N から式 (3.18)と計算し、rminを求める。そして、求められた rminを用
いて右辺ベクトル bを式 (3.3) のように補正する。この補正をC言語で実装する場合以下
のように記述できる。
ソースコード 3.1: C言語で実装された補正 (bは右辺ベクトルNは要素数を表す)
1 / 電流の総和を計算する /
2 I total = 0.0;
3 for(i = 0;i < N;i++) I total += b[i];
4
5 / 残差ノルム最小の時の残差ベクトルを計算する /
6 rmin = I total/N;
7
8 / 補正を行う /
9 for(i = 0;i < N;i++) b[i]  = rmin;
そして、係数行列Aと補正後の右辺ベクトル ~b を数値計算ライブラリ内の連立一次方程
式の解を求めるための関数に入力することで解を求めることができる。
本手法では連立一次方程式を解く前に右辺ベクトルを補正するため、数値計算ライブラ
リの内部のアルゴリズムを変更する必要はない。そのため、数値計算ライブラリに含まれ
る様々な数値解法に適用可能であると予想される。
!"#$%&'()
!" # !$ %&'(
*+,-./0.1
2*34 ) !"#$%& !
5#$%& *+
!"#$%& !"
図 3.1: 補正を行う時の計算の流れ
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3.4.1 複数の独立した計算領域が存在する場合の補正
SPFD法では、生体の導電率 が 0でないボクセルを計算領域とするため、導電率が 0
である人体内部の空気は計算領域とならない。そのため、図 3.2 左のようにモデルに空洞
が存在し、空洞内にさらにボクセルが存在する場合、そのボクセルは独立した計算領域と
なる。また、図 3.2右のようにモデル外部にさらにボクセルが存在する場合も同様に独立
した計算領域となる。独立した計算領域が複数存在する場合、それぞれの計算領域で電流
の総和が 0であるという条件を満たさなくてはならない。式 (3.18)は計算領域が 1つであ
るを前提のもとにに求めてきたため、独立した計算領域が複数存在する場合は今回の補正
方法は適用することができない。
本論文では、このようなボクセルが存在する場合、ボクセルモデルの欠陥とみなし、削
除することとした。
!"
Air
Air
!#
Air
!"
!#
図 3.2: 独立した計算領域が存在する場合
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3.5 補正方法の妥当性評価
3.5.1 計算条件
前節で提案した補正方法を用いて計算を行い、その妥当性を評価する。妥当性の評価に
は、SPFD法と同じようにアドミタンス素子 S1  S6と電流源 Ia; Ib; Icのみで構成される
図 3.3の回路モデルを用いる。節点電位 V1  V 4 を未知数とし、SPFD法と同様に節点
解析法を用いて計算する。それぞれのアドミタンスの値を S1 = 1S=m; S2 = 2S=m; S3 =
3S=m; S4 = 4S=m; S5 = 5S=m; S6 = 6S=m とした。それぞれの電流値は総和が 0でない
回路問題にするため、Ia = 1A; Ib =  2A; Ic =  1A とした．この時の連立一次方程式
は式 (3.20)となる．26664
12  6  5  1
 6 12  4  2
 5  4 12  3
 1  2  3 6
37775
26664
V1
V2
V3
V4
37775 =
26664
1
 2
 1
0
37775 (3.20)
電流の総和は 2:0 であるので，式 (3.18),(3.19)から残差ノルムが最小となる残差ベクト
ルは rmin =  0:5[1 1 1 1]t, 残差ノルムは krminkL2 = 1:0 となる．rminを用いて式 (3.3)
のように右辺ベクトルを補正すると連立一次方程式は式 (3.21) のようになる。26664
12  6  5  1
 6 12  4  2
 5  4 12  3
 1  2  3 6
37775
26664
V1
V2
V3
V4
37775 =
26664
1:5
 1:5
 0:5
0:5
37775 (3.21)
また、補正を行った上で基準点 (V4 = 0) を定め、係数行列を正則化した場合の計算も行
う。この時の連立一次方程式は式 (3.22) のようになる。26664
12  6  5 0
 6 12  4 0
 5  4 12 0
0 0 0 1
37775
26664
V1
V2
V3
V4
37775 =
26664
1:5
 1:5
 0:5
0:0
37775 (3.22)
補正を行ない得られた式 (3.21)，3.22 の連立一次方程式を共役勾配法 (CG: Conjugate
Gradient Method)を用いて解く。また、補正を用いて得られる解の妥当性を評価するた
め、Moore-Penroseの擬似逆行列を用いた計算も行う。Moore-Penroseの擬似逆行列A+
を求めることが出来る場合、式 (3.23)のように擬似逆行列A+と右辺ベクトル bとの行列
演算を行うことによって解 xを得ることができる。
x = A+b (3.23)
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V1
V3V2
Ib
Ic
Ia
S1
S3S2
S4
S6S5
V4
E5
E1
E2 E3
E6
E4
図 3.3: 回路モデル
rank-decinetな係数行列に対してMoore-Penroseの擬似逆行列を用いて得られる解ベク
トル xは残差ノルムが最小かつ解ベクトルのノルムが最小の解であるという特徴がある。
そのため，rank-decinetであり、右辺ベクトルの要素和が 0でない式 (3.20) の矛盾した
連立一次方程式に対してMoore-Penroseの擬似逆行列を用いた時に得られる解は、残差ベ
クトル及び残差ノルムはそれぞれ，式 (3.18),(3.19) を満たすと予想される．
それぞれの手法で得られる解 V1  V4，残差ベクトル r1  r6，電位差 E1  E6を比較
し、補正方法の妥当性を評価する。なお，残差ベクトルは補正前の右辺ベクトルを用いて
計算する。
3.5.2 計算結果
表 3.1{3.2に各手法で得られたスカラーポテンシャル，電位差，残差ベクトル及び残差
ノルムを示す．補正を行い非正則のままCG法で求めた解はMoore-Penroseの擬似逆行列
を用いて求められた解と一致した。また、正則化した場合の解は、定数項の 4:99 10 2
の違いで一致した。電位差, 残差ベクトル, 残差ノルムの値も同様にMoore-Penroseの擬
似逆行列を用いて得られた値と一致することが確認できた．以上より、補正により残差ノ
ルム最小の解を求められることが確認できた、また、正則化する場合でも補正は有効であ
ることが示せた。
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表 3.1: スカラーポテンシャル
MPの擬似逆行列 CG法 (補正あり，非正則) CG法 (補正あり，正則化)
V1 7:11 10 2 7:11 10 2 2:13 10 2
V2  9:10 10 2  9:10 10 2  1:41 10 1
V3  2:99 10 2  2:99 10 2  7:98 10 2
V4 4:99 10 2 4:99 10 2 0.0
表 3.2: 残差ベクトル及び残差ノルム
MPの擬似逆行列 CG法 (補正あり，非正則) CG法 (補正あり，正則化)
r1  0:5  0:5  0:5
r2  0:5  0:5  0:5
r3  0:5  0:5  0:5
r4  0:5  0:5  0:5
krkL2 1.0 1.0 1.0
表 3.3: 各節点における電位差
MPの擬似逆行列 CG法 (補正あり，非正則) CG法 (補正あり，正則化)
E1  2:13 10 2  2:13 10 2  2:13 10 2
E2 1:41 10 1 1:41 10 1 1:41 10 1
E3 7:98 10 1 7:98 10 1 7:98 10 1
E4  6:12 10 1  6:12 10 1  6:12 10 1
E5  1:01 10 1  1:01 10 1  1:01 10 1
E6 1:62 10 1 1:62 10 1 1:62 10 1
3.6 まとめ
本章では、残差ノルム最小の解を得るための補正方法を提案した。また、簡単なモデル
に対して提案の補正方法を用いて計算し、補正方法の妥当性を評価した。その結果、提案
の補正方法を用いることで残差ノルム最小の解を得られることが確認できた。また、係数
行列の正則化を行った場合でも補正は有効であることが示された。
この補正方法は前処理として行われるため、内部のアルゴリズムを変更する必要ない。
そのため、汎用の数値計算ライブラリに対しても適用可能であると予想される。
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第4章 数値人体モデルを用いた解析
4.1 はじめに
前章では、残差ノルム最小の解を得るための右辺ベクトルの補正方法を提案し、簡単な
モデルで補正を用いて計算を行い、正しく残差ノルム最小の解を得られることを確認した。
本章では、実際にばく露評価を行う際に用いることが想定される数値人体モデルを用い
たときの内部誘導電界計算を行う。はじめに、提案の補正を用いて計算を行い、数値人体
モデルを用いた時に補正により得られる残差ノルム最小の解の妥当性を評価する。最後に、
数値計算ライブラリに含まれる様々な数値解法を用い、高速化の検討を行なった。
4.2 ばく露条件
数値人体モデルには，情報通信研究機構によって開発された日本人成人男性モデルの
TAROモデル [8] を用いた．本モデルは 2 mmの空間分解能を有し、51種類の組織で構
成されている．波源には周波数 85 kHzの微小電気ダイポールを用い、図 4.1 のように数
値人体モデル前方に配置した。外部電界計算時の TAROモデルの材質は完全導体とし，
内部誘導電界計算時の人体組織の電気定数は文献 [10]より引用した．外部電界計算には
AET社の有限積分法に基づく電磁解析シミュレーションソフトCST STUDIO SUITE Low
Frequency Solver を用いた．
このときに得られた外部電界強度分布を図 4.2に示す。また、外部電界分布から求めた
表面から流れ込む電流に関する統計量と電流の総和から計算される最小残差ノルムの値を
表 4.1 に示す.
表 4.1: 表面から流れ込む電流に関する統計量及び残差ノルムの最小値
要素数N 8329649
総和 Itotal 3:02 10 5
L2ノルム kbkL2 1:21 10 5
Itotal=N 3:63 10 12
最小残差ノルム krminkL2 1:05 10 8
最小相対残差ノルム krminkL2=kbkL2 8:63 10 4
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図 4.1: 人体モデルと微小ダイポールの位置関係
図 4.2: 外部電界強度分布 (0 dB = 2:38 104 V/m
4.3 残差ノルム最小の解の妥当性
実際のばく露評価を想定した計算モデルを用いた時の補正を用いて得られる計算結果の
妥当性について検討する。表 4.1から L2ノルムが 1:21 10 5であるのに対し、外部電界
計算で得られた電流の総和は 3:0210 5 であった。この電流分布に対して補正を行い、残
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差ノルム最小の解を求める。この補正によって求められる残差ノルム最小の解と真の解を
比較することによって解の妥当性を評価する。ただし、外部電界計算によって得られた電
流分布から、真の解を求めるために必要な真の電流分布を復元することはできないため、
外部電界計算によって得られた電流値に対して式 (4.1) の演算を行うことによって電流の
総和 Itotal = 0である真の電流分布を模擬した．
Ii = Ii0   jIi0jPN
j jIj0j
Itotal (4.1)
なお、Iiは補正後の電流値、Ii0は補正前の電流値を表す。
図 4.3にそれぞれの電流分布を用いて得られた内部誘導電界強度分布を示す．図 4.4 真
の誘導強度を基準とした時のに相対差分布、図 4.5に真の誘導電界強度と補正を用いて得
られた誘導電界の相関グラフ、図 4.6に真の誘導電界強度による相対差の違いを示す。な
お、この時の相対差は式 (4.2)で計算した。
相対差 [%] =
補正によって求められた誘導電界 真の誘導電界
真の誘導電界
(4.2)
また、内部誘導電界に関する統計量を表 4.2 に示す。図 4.4{4.6より、補正を用いて得ら
れた誘導電界は電界強度の小さい部分において、大きな誤差が生じていることが分かる。
しかし、平均値、最大値、99.9パーセンタイル値などで比較した場合は、真の誘導電界の
値と概ね一致しており、ばく露評価を行うためには十分な精度の解が得られていることが
分かる。以上より、補正を用いる事で妥当な結果が得られる事が確認できた。
表 4.2: 内部誘導電界に関する統計量
真の誘導電界 [V/m] 補正あり [V/m] 相対差
平均値 8:97 10 2 8:98 10 2 0.118 %
最大値 3.83 3.86 0.877 %
99.9 %ile 1.06 1.06  0:33 %
99 %ile 5:96 10 1 5:97 10 1 0.140 %
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(a) 真の誘導電界 (b) 補正あり
図 4.3: 誘導電界強度分布 (0 dB = 3.83 V/m)
図 4.4: 相対差分布
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図 4.5: 相関グラフ (横軸:真の誘導電界,縦軸:補正を用いて得られた誘導電界)
図 4.6: 誘導電界強度による相対差の違い (縦軸:真の誘導強度,横軸:相対差)
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4.4 様々な解法を用いた計算
数値計算ライブラリに含まれる連立一次方程式の様々な数値解法を用いて計算を行い、
その時の計算時間を測定した．解法として，
 共役勾配（CG: Conjugate Gradient）法
 不完全コレスキー分解付きCG（ICCG: Incomplete Cholesky decomposition CG）法
 不完全 LU分解付き CG（ILUCG: Incomplete LU CG）法
 最小残差（MINRES: Minimize Residual）法
 対称 LQ（SYMMLQ: Symmetric LQ）法
 代数的多重格子法付き CG（AMG-CG: Alegebraic Multi Grid CG）法
を選んだ．CG法，ICCG法，ILUCG法，MINRES法，SYMMLQ法はMathworks社の
MATLAB 2016aの線形代数ライブラリを用いた．なお，計算は単一スレッドで行なった。
AMG-CG法は代数的多重格子 (AMG)法 [11] を CG法に適用した解法であり，みずほ情
報総研によって開発された数値計算ライブラリを用いた．本ライブラリは，CPUによる
計算とGPU（Graphics Processing Unit）による並列計算の両方が可能であり，本章では
CPU，GPU，両方の計算をそれぞれ行った．なお，CPUの計算では，単一スレッドで計
算し、計算の並列化は行わなかった．これらの計算を表 4.3 の計算環境で実行した．収束
条件は相対残差ノルム kb AxkL2=kbkL2 < 1:0  10 5 とし，各解法が収束条件を満た
すまでにかかった時間を計測する．なお，計算時間の計測は前処理を含む各数値解法の解
を求めるルーチンのみとした．
また，これらの解法に加え従来広く用いられている逐次過緩和（SOR: Successive Over
Relaxation）法の計算も行った．SOR法は，異なる収束基準を用いていることや収束性が
緩和係数の値に依存することなどから，単純に上記の解法と計算時間の比較をすることは
出来ないが，今回は計算の一例として，緩和係数を 1.5とし，50000反復にかかった計算
時間を比較対象とする．なお，50000反復目の相対残差ノルムは 3:75 10 2 であったた
め，上記の収束条件 kb AxkL2=kbkL2 < 1:0  10 5 を満たすためにはさらに反復計算
を行う必要がある．SOR法の計算は C言語で記述し，bash上で実行した．
それぞれの数値解法ごとの計算時間を図 4.7 に示す．AMG-CG法は一番計算時間が短
くGPUによる並列計算を行った場合は 2.8秒，並列化を行わなかった場合は 35.8秒であっ
た．次に計算時間が短かったのは前処理付き共役勾配法の ILUCG法，ICCG法の 2つで両
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表 4.3: 計算実行環境
GPU Tesla P100 PCIe
CPU Intel Xeon E5-2637 v3 @ 3.50 GHz
図 4.7: 各解法を用いた時の計算時間 (SOR法のみ 50000反復にかかった計算時間)
者とも計算時間は 1200秒程度であった．CG法、SYMMLQ法、MINRES法は数値計算ラ
イブラリの数値解法を用いた計算の中では比較的計算時間が長く、計算時間は 50007000
秒程度であった。
上記の結果から数値解法により計算時間が大きく異なることがわかった。それに加え、
並列計算が可能な数値計算ライブラリを用いれば、さらに計算時間を短縮できることがわ
かった。また、AMG-CG法、ICCG法、ILUCG法などの解法を選べば、従来用いられて
きたCG法や SOR法を用いた場合に比べて，より高速な解析が可能であることが示せた。
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4.5 まとめ
本章では、数値人体モデルをばく露対象とした時の SPFD法の連立一次方程式の計算を
行なった。真の誘導電界と比較することによって、補正を用いて得られる残差ノルム最小
の解は概ね妥当な結果であることが確認できた。また、数値計算ライブラリ内の複数の解
法を用いて計算を行ない、計算時間の比較を行なった。その結果、解法によって計算時間
を大きく異なり、前処理を使った解法である AMG-CG法、ICCG法、ILUCG法を用い
た時の計算時間は他の解法に比べ短かった。これらの解法を SPFD法の連立一次方程式の
解法として選べば、従来より高速な計算が可能であることがわかった。
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第5章 結論
本論文では、SPFD法を用いた電界ばく露時の誘導電界計算の高速化について検討を
行った。第 2書では、SPFD法の連立一次方程式が電流の総和が 0でないとき解を持たな
いというの問題点について述べた。また、電流の総和が 0でない時の SPFD法の連立一次
方程式を数値解法で解いた時、大きな誤差が生じることや残差ノルムが収束しないことを
示した。
第 3章では、その問題を解決するために残差ノルムが最小となる解を得るための補正方
法を提案した。提案補正では、右辺ベクトルを残差ノルム最小の解を持つように補正する
ことにより、連立一次方程式を解く数値解法自体のアルゴリズムは変えることなく残差ノ
ルム最小の解を得ることが出来た。
第 4章では、提案の補正方法を用いて、実際のばく露評価で用いることが想定される数
値人体モデルをばく露対象とした計算を行なった。外部電界計算で得られた電流分布に対
して補正を行ない、誘導電界を計算した。この値を真の誘導電界と比較したところ概ね値
は一致していた。妥当な解が得られていることが確認できた。最後に数値計算ライブラリ
内の複数の数値解法を用いて計算を行ない、計算の高速化を検討した。数値計算ライブラ
リ内の数値解法の他に従来用いられてきた SOR法での計算も行いそれぞれの計算時間を
比較した。結果、数値計算ライブラリを用いた場合、どの解法も SOR法を用いた場合に
比べ、計算時間は短かった。特にAMG-CG法を用いた場合の計算時間は特に短く、SOR
法を用いた場合に比べ 3000倍以上高速であり、CG法を用いた場合に比べ、140倍以上高
速であった。以上の検討より電界ばく露時の誘導電界計算の高速な計算が可能となった。
この補正方法および高速化の計算を複素数計算に拡張することが今後の課題として挙げ
られる。
33
参考文献
[1] T.W. Dawson, J. De Moerloose, and M.A. Stuchly, \Comparison of magnetically
induced ELF elds in humans computed by FDTD and scalar potential FD codes,"
Appl. Comput. Electromagn. Soc. J., vol.11, no.3, pp.63{71, 1996.
[2] E. Litvak, K. Foster, and M. Repacholi, \Health and safety implications of exposure
to electromagnetic elds in the frequency range 300 Hz to 10 MHz," Bioelectromag-
netics, vol.23, no.1, pp.68{82, 2002.
[3] Scientic Committee on Emerging and Newly Identied Health Risks, Potential
health eects of exposure to electromagnetic elds (EMF), European Commission,
2015.
[4] World Health Organization, Extremely low frequency elds, WHO press, 2007.
[5] International Commission on Non-Ionizing Radiation Protection and others,
\Guidelines for limiting exposure to time-varying electric, magnetic, and electro-
magnetic elds (up to 300 GHz)," Health physics, vol.74, no.4, pp.494{522, 1998.
[6] International Commission on Non-Ionizing Radiation Protection and others, \IC-
NIRP Guidelines for limiting exposure to time-varying electric and magnetic elds
(1 Hz to 100 kHz)," Health Physics, vol.99, pp.818{836, 2010.
[7] T. Sunohara, A. Hirata, I. Laakso, and T. Onishi, \Analysis of in situ electric eld
and specic absorption rate in human models for wireless power transfer system
with induction coupling," Physics in Medicine and Biology, vol.59, no.14, p.3721,
2014.
[8] T. Nagaoka, S. Watanabe, K. Sakurai, E. Kunieda, S. Watanabe, M. Taki, and Y.
Yamanaka, \Development of realistic high-resolution whole-body voxel models of
Japanese adult males and females of average height and weight, and application
of models to radio-frequency electromagnetic-eld dosimetry," Phys. Med. Biol.,
vol.49, no.1, p.1, 2004.
参考文献 34
[9] J. Tang and C. Vuik, \On deation and singular symmetric positive semi-denite
matrices," Journal of computational and applied mathematics, vol.206, no.2,
pp.603{614, 2007.
[10] C. GABRIEL, \Compilation of the Dielectric Properties of Body Tissues at RF
and Microwave Frequencies," Technical Report AL/OE-TR-1996-0037, Brooks Air
Force Base, 1996.
[11] A. Brandt, S. McCoruick, and J. Huge, Algebraic multigrid (AMG) for sparse ma-
trix equations, Cambridge University Press, 1985.
35
謝辞
本研究を進めるにあたって、日頃から熱心に御指導して下さった多氣 昌生教授に深く感
謝致します。多氣昌生教授には、研究の進め方、研究に対する考え方親身になって御指導
頂き、大変お世話になりました。また、研究内容についてだけでなく、問題に直面した時
の考え方を教えて頂きました。本研究では、原因不明な問題が度々現れ、研究が行き詰ま
ることがあり、その時に、原因の追求の仕方や問題の解決方法などを教えて頂きました。
その経験を通して、自分で考え問題を解決する能力が身につきました。この 3年間で研究
を通して学んだことはこれからの社会人生活においても活用していきたいと思います。
鈴木 敬久教授におかれましては、電磁界解析、数値計算の基礎的なことから SPFD法
の高速化方法に関することまでご助言頂き深く感謝致します。様々な観点から御助言、御
指摘頂き、研究を大きく進めることができました。また、研究外でもコンピュータやネッ
トワークについての知識も教えて頂きました。担当でない私に対しても日頃から様々な相
談に乗って頂き、親身になって御指導頂き、大変感謝しております。
多くの御指導、御助言頂いた上條 敏生 先生、キック・アルフレード助教に深く感謝致
します。ミーティングで研究内容や発表資料に対して異なる観点から御指摘頂き、本研究
がよりまとまりのあるものとなりました。上條 敏生 先生には、高周波の観点から電磁波
やアンテナについて教えて頂きました。キック・アルフレード助教には数値計算ソフトの
MATLABのインストール方法や使用方法について教えて頂きました。
多氣研究室の中間周波グループの伊東 直基氏にはワイヤレス電力伝送システムの知識
を教えて頂きました。また萩原真輝氏、中村瑛郁氏には、研究内容に関する議論や発表資
料作成に関する相談などで大変お世話になりました。深く感謝致します。
最後に、日頃から数多くの御協力、御指摘頂きました電磁環境工学研究室の皆様に深く
感謝致します。
36
研究業績
国際学会
 Tatsuya Yamamoto, Yukihisa Suzuki, Masao Taki,\A consideration on the SPFD
numerical method for dosimetry of human exposure to quasi-static electric elds,"BioEM
2017,Poster session PB-30,pp.524{528, 2017.
国内学会
 山本達也,鈴木敬久,多氣昌生,\C-15-12 SPFD法における行列構造に関する検討,"電
子情報通信学会ソサイエティ大会講演論文集,p.219,2016.
 山本達也,鈴木敬久,多氣昌生,\SPFD法による電界ばく露時の人体内誘導電界計算
に関する検討,"信学技報, vol.117, no. 384, EMCJ2017-89, pp.7{12, 2018年 1月.
特許
 多氣昌生,山本達也,鈴木敬久,\ポテンシャル数値解析の高速化方法",出願番号:特願
2018-005758,出願日:2018年 1月 17日
